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Resumen—Este trabajo muestra la aplicacion del método
Nucleo Hibrido de Transicion de Estados (NHTE) para la
identificacion y el control de sistemas lineales con ceros. El
NHTE esta fundamentado en la funcion de evolucion de estados.
Para implementar el identificador o el controlador se plantea el
uso de cualquier aproximador multidimensional. En este caso se
muestran resultados con redes neuronales. Ademas, en el caso del
control se muestra un analisis de estabilidad. El método
propuesto es simple y requiere poca informacion del sistema
(orden del sistema, periodo de muestreo).
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I. INTRODUCCION

En la presente propuesta se plantea un esquema de control e
identificacion basado en la funcién de evolucion de estado
(Willems, 1972), es decir, en el flujo o solucion del conjunto
de ecuaciones diferenciales para el caso de sistemas continuos
o bien del conjunto de ecuaciones a diferencias para sistemas
en tiempo discreto. A esta propuesta se le llama NHTE. En
(Ruiz, 1999) se presenta la idea basica del NHTE y se muestra
la validez del NHTE para identificacion y control,
implementando tanto redes neuronales y sistemas difusos,
usando el controlador de planta inversa.

Entre los esquemas de identificacion y control de sistemas
dindmicos mas afines al NHTE se encuentran los llamados de
caja negra (Sjoberg, 1995) en los cuales no es necesario un
modelo analitico del sistema, y se hace uso de un
aproximador, que es entrenado a partir de datos
experimentales. Algunos trabajos relacionados son (Narendra,
1990), (Levin, 1993) y (Levin, 1996).

En (Li, 1989) se plantea el uso de una red neuronal para
aproximar el inverso de la dindmica del sistema. Esto
concuerda con la propuesta del presente trabajo en el sentido
que se estima la dinamica del sistema, aunque no hace
referencia a la funcion de evolucion de estado. Sin embargo,
s6lo menciona los aspectos tedricos de los que depende la
propuesta, en este caso la controlabilidad, pero no muestra
alglin teorema al respecto. Al igual que el NHTE recalcan el
hecho de que la red neuronal aproxima la funcion que
representa la dindmica del sistema. Ademds, no muestra
resultados de simulacion. Por otro lado, el modelo propuesto
s6lo es usado para propodsitos de control y no para
identificacion que se plantea con el NHTE.

Los sistemas con ceros presentan una dinamica que tiene
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problemas para ser identificada o controlada. Esto es porque
en la presencia de ceros la respuesta del sistema se hace mas
rapida y en el caso de ceros de fase no minima, es decir, ceros
en el semiplano derecho, la respuesta se puede ir en direccion
opuesta antes de alcanzar el estado final. A este ultimo
fenomeno se le llama “undershoot” (Hoagg y Bernstein,
2007).

Por otro lado, los ceros de fase no minima provocan
inestabilidad con el control de planta inversa, ya que estos
ceros se convierten en polos inestables en el controlador. Por
lo tanto atacar el problema de modelado y control de sistemas
con ceros es un reto para el NHTE.

En (Al-Numay, 2007) se trata el problema de modelado y
control de un sistema en tiempo continuo lineal con ceros de
fase no minima. Cuatro tipos diferentes de redefinicion de la
salida son presentados de una forma unificada y se muestra
que satisfacen diferentes formas de objetivos de control. La
aproximacion unificada de control de seguimiento de la salida
usando redefinicion de salida resulta en seguimiento de la
salida aproximado, asegurando dinamica interna estable del
sistema. La desventaja de este esquema es que se necesita
conocimiento del modelo.

El articulo estd organizado de la siguiente manera: en la
seccion Il se muestra los fundamentos del método NHTE. En
la seccion III se presentan los modelos de identificacion y
control para sistemas con ceros, mostrando un analisis de
estabilidad del esquema de control propuesto. Simulaciones,
tanto de la identificacion como del control, son mostradas en
la seccion IV. Por ultimo en la secciéon V se muestran las
conclusiones.

II. FUNDAMENTOS DEL METODO NHTE

La funcién de transicion de estados ¢(x, u), es una funcion
que determina el estado x(t;) de un sistema que suponemos
deterministico y causal, en un tiempo final ¢, a partir del
estado inicial x(z)) y de la sefial de control wuy, () constante
desde 7 hasta ¢ .

Para realizar la estimacion de la funcion de transicion de
estados @(x,u) se toman muestras de las variables del sistema
cada 7segundos. Se plantea dicha estimacion en un instante
de muestreo adelante x(z, +T) = (x(ty), ulty, o + T)), donde
el control se mantiene constante entre periodos de muestreo.
El hecho de que la sefial de control sea constante a tramos es
muy importante para el NHTE, ya que el aproximador
utilizado tiene que estimar valores constantes en lugar de
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funciones entre periodos de muestreo, lo cual hace tratable el
problema de aproximacion, es decir, que tenga solucion.

Para estimar ¢(x, u) se toman muestras del estado x(t) y del
control u(t). Estas secuencias de muestras x[k], u[k] describen
un discretizacion de la planta continua.

Para estimar la dindmica x(k+1) = ¢r(x(k), u(k)), se asocia
para cada intervalo de muestreo el estado inicial y el control
con el estado final. Este proceso se sigue con todos las
muestras, tal y como se observa en la figura 1.

x(to) | ufto) x(to+T)

Xkl [ ikl x[k+T]
3,7179 2 4,2211
4,2211 2 4,6651
4,6651 2 5,057
5,057 1 3,9927
3,9927 -1 3,0536
30536 | -1 2,2248

Figura 1. Ordenamiento de datos para la estimacion de g, .

Con base en lo anterior se plantean dos esquemas del
NHTE, uno de identificacion y otro de control.

El esquema de identificacion se muestra en la figura 2. En
este caso a través de muestreadores y retardos
correspondientes se obtiene una tabla como la de la figura 1.
De esta manera el NHTE se puede ver como un bloque que
tiene como entradas o antecedentes al estado y la entrada en
un tiempo “k” y como salida o consecuente el estado en un
tiempo de muestreo adelante.

ug)

Muestreo

Consecuente

PLANTA

Antecedentes

Retardos
Datos de

Entrenamiento

X[kl —H
ulk] —H

_—5)

®;

Figura 2. Esquema de identificacion de @, NHTE.

El esquema de control se puede observar en la figura 3. En
este caso los antecedentes son el estado en un tiempo “k”, asi
como el estado siguiente en un tiempo “k+1” y el consecuente
es el control necesario para hacer dicha transicién. Por la
forma en que estd definido este controlador es de planta
inversa y ademds la consigna se alcanza cada periodo de
muestreo y no es un seguimiento asintdtico como en otros
esquemas, es decir, es un controlador del tipo deadbeat.
Notese que la consigna tiene que ser un estado alcanzable
desde el estado inicial y ademas el esfuerzo de control
dependera de las condiciones iniciales y la consigna. Por otro
lado, el sistema alcanzara su consigna en un periodo de
muestreo si la dinamica propia del sistema lo permite.

Notar que un sistema continuo quedard modelado como
sistema discreto, y que las figuras 2 y 3 de ninguna manera
implican un predictor, en el sentido ordinario de la palabra,
sino asociar una transicion a la entrada que la causa.
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x[ke1)
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Antecedentes

xX[k]
Muestreo PLANTA
D ulk] c
Retardos Datos de
Entrenamiento
X[k] —H *
G) P ulk]
nlell—H T

Figura 3. Esquema de control @, NHTE.

Una vez obtenidos los datos a partir del sistema, el
problema del NHTE se reduce a utilizar un aproximador n-
dimensional que aprenda el comportamiento entrada-salida y
que sea capaz de interpolar la informacion. En la figura 4 se
observan un ejemplo de datos para identificacion y control.

(a) (b)

Figura 4. (a) Datos para identificacion. (b) Datos para control.

Hasta el momento ya se han implementado exitosamente
como aproximadores n-dimensionales las técnicas de logica
difusa, redes neuronales, ANFIS y K-vecinos en base al
esquema propuesto, tanto para sistemas simulados como
fisicos. Por citar algunas aplicaciones en (Cholula, 2005) se
implement6 el NHTE con ANFIS para el control del frenado
regenerativo de un motor de induccion. Por otro lado en
(Figueroa, 2007) se implementod el control NHTE con un
sistema difuso aplicado al control de posiciéon de un robot
PUMA de 3GDL. Es necesario recalcar que estas dos tltimas
aplicaciones del NHTE son para sistemas no lineales, lo cual
corrobora la capacidad del NHTE para aplicarse a sistemas no
lineales. Sin embargo, para sistemas con ceros el NHTE
basico tiene problemas porque la dinamica estimada de los
sistemas con ceros depende de sefial de entrada no sé6lo en el
instante actual.

Como se expuso arriba el NHTE es una metodologia de la
inteligencia computacional, ya que es un método que solo
requiere datos entrada-salida del sistema y utiliza técnicas de
la inteligencia artificial para implementarlo. La unica
informacion necesaria para aplicar el NHTE es el orden del
sistema y el periodo de muestreo, lo cual es una ventaja para
el usuario ya que no requiere mayor informacion sobre el
sistema.

La aplicacion del NHTE se muestra a continuaciéon con un
sistema de primer orden dado por

Gis)=
s+1

En el caso de la identificacion (figura 2) la estructura del
modelo NHTE esta dado por

k+1]=0, Gk} ulk) @
Mientras que para para propdsitos de control (figura 3) la

estructura del controlador NHTE es la siguiente
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uk]=@ (v, k+1HK) @
El controlador (2) es un esquema de planta inversa definida
a partir de (1). En (2) hacemos que un valor futuro [k +1]sea

la consigna, es decir, y,[k+1], a donde se quiere llegar al

siguiente instante de muestreo.

A este sistema se le aplica una sefial de entrada mostrada en
la figura 5(a), la cual es una rampa con un ruido que se va
incrementando en magnitud conforme pasa el tiempo, con el
fin de excitar el sistema en una region del espacio de estado.
La respuesta del sistema en lazo abierto a dicha entrada se
muestra en la figura 5(b).

“o 5 10 20 25 £ 0 s 10 20 25 30

s
Tiempo (seg)

Figura 5. a) sefial de entrada al sistema. b) respuesta del
sistema en lazo abierto.

15
Tiempo (seg)

Las sefales mostradas en la figura 5 son muestreadas con
un periodo de muestreo adecuado, en este caso 0.1 seg. Los
datos se guardan de acuerdo a lo explicado en la tabla 1 y las
figuras 2 y 3. En la figura 6 se muestran los datos para
identificacién y control para este sistema de acuerdo a las
estructuras (1) y (2). Lo que sigue es utilizar un aproximador,
por ejemplo una red neuronal 6 un sistema difuso, para
aproximar estos datos fuera de linea. El control de sistemas
con el NHTE es un método de diserio directo, ya que el
aproximador n-dimensional directamente implementa el
controlador. Ademas, los datos para entrenar el controlador
son tomados directamente del sistema y no de un modelo. Por
otro lado, la sefal de referencia que debe seguir el sistema en
lazo cerrado, que consiste del controlador y el sistema a
controlar, puede ser una sefial artificial 6 bien proveniente de
otro sistema (modelo de referencia).

K

0s 0 05 !
K 2 u 2
W kT

Figura 6. Datos NHTE para sistema primer orden. a) Datos
para identificacion, b) Datos para controlador.

I. MODELOS DE IDENTIFICACION Y CONTROL PARA SISTEMAS
CON CEROS

En este caso se propone utilizar como variables para el
modelado y control de sistemas con ceros, aquellas variables
que estan involucradas en la funcién de transferencia del
sistema en tiempo continuo con su respectiva equivalencia en
tiempo discreto (ecuacion a diferencias).

A continuacion se muestra el procedimiento para obtener
las variables involucradas en un sistema de primer orden con
un cero.

Para un sistema de primer orden con un cero, las variables

involucradas se obtienen de la siguiente manera
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G(s) = Y(s) _as+b
U(s)
sY(s)+cY(s)=asU(s)+bU(s)
Tomando la transformada inversa de Laplace a la ecuacion
anterior

s+cC

V() +cy(t) = bu(t) + au'(t)

Considerando la aproximacion de derivadas con diferencias
finitas

k+1[-ylk
oy = 1= ]

T

Donde T es el periodo entre muestras, la ecuacion

diferencial se transforma en

—y[k i 171_ y[k] + cy[k] = bu[k]+ a{—u[k i 171_ u[k]}

Si de esta ultima ecuacion despejamos el término y[k+1] se

obtiene lo siguiente
ik +1]= =Tkl + (T - alulk) + aulk +1]1  (3)

Si se considera una funcion la ecuacion anterior se puede

presentar como
Hk+1]=, (k) ulk] ulk+1) @)

El cual es el modelo NHTE para este tipo de sistemas con
ceros. Si se compara la estructura (4) con la (1) se encuentra
que la informacion del control u/k+1], como antecedente, es
la que se incorpora con la nueva propuesta para lograr
capturar la dinamica del sistema. En la figura 7 se muestra el
esquema de este modelo

ulk+1] as+b| k+1]

§+C

|:.f[k]

"@_’“M 1)

[ke+1)
D,

Figura 7. Esquema modelo NHTE para sistema con cero de
primer orden. D representa un retardo.

Para obtener el controlador analitico se despeja del modelo
del sistema (3) la sefial de control u/k+1]

ulle +1]= (1 - baT)u[k] + % [k +1]- (1=e7) MKl (5)

De la ecuacioén anterior se observa que este controlador es
dindmico, y no estatico como en el caso de sistemas sin ceros.
De forma que el controlador NHTE se puede expresar

ulk+1]=@, (v, [k +1] yk] ulk])  (6)
En esta Gltima ecuacion el término v, [k+1] es la referencia. La
seflal u/k], que se retroalimenta al sistema, se obtiene
retrasando un instante de tiempo de muestreo la salida del
mismo controlador (u[k+1]). y[k] es el estado actual del
sistema. Si se compara la estructura (6) con la (2) se encuentra
que la informacion del control u/k/, como antecedente, es la
que se incorpora con la nueva propuesta para lograr capturar
la dinamica del sistema. Por otro lado, este nuevo antecedente
hace que este controlador sea dindmico a diferencia del
controlador (2) que es estatico. El efecto de que el controlador
(6) sea dinamico en la estabilidad del sistema en lazo cerrado
se tratara mas adelante. El esquema de control se muestra en
la siguiente figura 97
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|—»3-r[k +1]
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Figura 8. Esquema controlador NHTE para sistema con cero
de primer orden.

En este caso, como el controlador (6) es dinamico, no es
posible sustituir el control directamente en el modelo del
sistema para obtener la dindmica en lazo cerrado. De forma
que se procede de la siguiente manera.

Del controlador analitico (5) se hace el siguiente despeje

u[k+1]—(1—b—Tju[k] _1 y,,[k+1]—M k]
a a a

aulk +1]+(bT - a)ulk] = y, [k +1]-(1=cT)y[k]
El despeje anterior se sustituye en el modelo (3) de la

siguiente manera
ylk+1]= (=T k] + (BT - a)ulk]+ aulk +1]

= (1—eT)lk1+ y, [k +1]-(1-cT)y[k]

=y, [k+1]
De forma que la tltima expresion indica que en lazo cerrado

la salida del sistema y[k+ 1] es igual a la referencia y,[k+1],

siempre y cuando la dindmica interna del controlador sea
estable.
Para estudiar la estabilidad de este sistema se hace uso del
siguiente teorema:
Teorema 1 (Jamshidi, 1986): Dado el sistema

X[k +1]=Dx k]
Un sistemas discreto, lineal, invariante en el tiempo es
asintoticamente estable si y solo si todos los eigenvalores de
@ estan dentro del circulo unitario.

De acuerdo a la dinamica del controlador (5), se pueden
tener dos comportamientos en cuanto a la estabilidad, para
sistemas de fase minima y de fase no minima, en base al
teorema 1.

a. Si el sistema es de fase minima, a y b son del mismo

signo, y por lo tanto el término que representa la
dindmica interna del controlador

- bT
a

<1 @)

generara, en la mayoria de los casos, una dindmica
estable en el controlador. Para valores apropiados de 7'
la dindmica es estable, pero también nos dice cuales
son los limites para este periodo.

b.Si el sistema es de fase no minifa, a y b son de signo
contrario, y por lo tanto el término que representa la
dinamica interna del controlador

bT

1-2=
a

>1 (8

Como el término bT/a siempre es positivo siempre se
genera una dinamica inestable en el controlador.
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De forma que el esquema de control es estable para
sistemas de fase minima e inestable para sistemas de fase no
minima. Desde luego hay que tomar en cuenta que el proceso
de discretizacion puede cambiar la condicién de estabilidad
con respecto al sistema en continuo. Por ejemplo en (Astrom,
1980) se muestra que un sistema continuo con una inversa
inestable, es decir con ceros en el semiplano derecho, puede
llegar a ser un sistema en tiempo discreto con inversa estable
cuando es muestreado.

En el apéndice se muestra otro camino para llegar al
controlador analitico basado en la discretizacion para este tipo
de sistemas.

II. APLICACION IDENTIFICACION Y CONTROL PARA SISTEMAS
CON CEROS

A continuacion se presentan ejemplos de aplicacion de los
esquemas propuestos de identificacion y control para sistemas
con ceros de fase minima y de fase no minima.

Ejemplo 1. Modelado primer orden con cero. Fase minima.
El sistema esta dado por

G(s)=s+0'1

s+1

El modelo utilizado esta dado por la ecuacion (4), el cual es
implementado con una red neuronal backpropagation con la
estructura [10 10 1], es decir, una red neuronal con tres capas,
con 10 neuronas en las primeras dos capas y una neurona en la
capa de salida. La funcion de activacion en las primeras dos
capas fue la tangente hiperbdlica y la funcion lineal en la capa
de salida. Esta misma estructura de red fue utilizada en los
ejemplos subsecuentes. Este modelo fue validado de acuerdo
al esquema mostrado en la figura 7.

En la figura 9 se puede observar el buen desempefio del
modelo de este sistema con la propuesta, ya que el modelo
sigue al sistema.

1

Magnitud
Magnitud

o 5 10 15 £ 2 3 o 5 0
Tiempo (seg)

15 20 25 0
Tiempo (seg)

Figura 9. Validacion modelo ejemplo 1. a) Entrada , b) Salida
del sistema y salida del modelo.

Ejemplo 2. Modelado primer orden con cero. Fase NO
minima.
s—0.1
s+1
El modelo utilizado esta dado por la ecuacion (4). En la
figura 10 se puede observar el buen desempeio del modelo de
este sistema con la propuesta, ya que el modelo sigue al
sistema.

G(s)=

98



Magnitud
Magnitud

0 5 10 20 25 “o 5 10 20 25 £

15 15
Tiempo (seg) Tiempo (seg)

Figura 10. Validacion modelo ejemplo 2. a) Entrada , b)
Salida del sistema y salida del modelo.

Ejemplo 3. Control primer orden con cero. Fase minima.
G(s) = 0.7s+0.3
s+1
El controlador utilizado esta dado por la ecuacion (6). En la
figura 11 se puede observar el buen desempeifio del sistema en
lazo cerrado, ya que el sistema sigue a la referencia para una
sefial de validacion, que es una suma de dos senoidales de
diferentes frecuencias. El término que representa la dinamica
interna del controlador (7) esta dado por
1—% = ‘0.9571‘ =0.9571<1

Lo cual comprueba la estabilidad del sistema, generando
una sefial de control acotada que se puede observar en la
figura 11(b).

) 5 10 15 20 3 30 ) 5 10 20 3 30

15
tiempo (seg)

Figura 11. Validacién control ejemplo 3. a) Seguimiento,
referencia: verde, salida: azul, b) Sefial generada por
controlador.

Ejemplo 4. Control primer orden con cero. Fase NO
minima.
—-1.6s+0.8

s+1

El controlador utilizado estd dado por la ecuacién (6). En la
figura 12 se puede observar el desempefio del sistema en lazo
cerrado, el cual no es bueno ya que el sistema no sigue a la
referencia. El término que representa la dindmica interna del
controlador (8) esta dado por

bT

G(s) =

1-— =‘1.05‘:1.05>1
a

Lo cual comprueba la inestabilidad del sistema, generando
una sefial de control no acotada que se puede observar en la
figura 12(b). La sefial generada por el controlador no explota
porque es limitada por la superficie generada por la red
neuronal.
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“o 5 10 15 £ 2 £l “0 5 10 15 20 25 30
tiempo (seg) tiempo (seg)

Figura 12. Validacion control ejemplo 4. a) Seguimiento,
referencia: verde, salida: azul, b) Sefial generada por
controlador.

III. CONCLUSIONES

Se presentd una estructura de antecedentes y consecuentes
para la identificacion y control con el método NHTE para
sistemas lineales de orden uno con ceros y grado relativo cero.
Se mostraron dos métodos para llegar al controlador analitico,
los cuales son justificacion de la estructura propuesta. El
primer método hace uso de la aproximacion de las derivadas a
partir de diferencias finitas, mientras que el segundo método
parte de la discretizacion de la representacion en variables de
estado. Ambos métodos resultaron ser equivalentes. Es
necesario aclarar que el controlador analitico es aproximado
mediante un aproximador multidimensional, en este caso una
red neuronal.

También se derivaron condiciones de estabilidad para el
controlador propuesto. El controlador es estable para sistemas
de fase minima e inestable para sistemas de fase no minima.
Las simulaciones corroboraron los resultados tedricos de las
condiciones de estabilidad.

Las condiciones de estabilidad presentadas pueden ser la
base para condiciones de estabilidad de controladores NHTE
aplicados para sistemas no lineales.
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V. APENDICE. CONTROLADOR BASADO EN LA DISCRETIZACION

A continuacién se muestra una forma alternativa de llegar al
controlador analitico para sistemas con ceros, el cual es
aproximado por el NHTE, a partir de la discretizacion de la
representacion en el espacio de estados en continuo del
sistema.

Partiendo de la representacion en variables de estado en
tiempo continuo

x(¢) = Ax(?) +Bu(?)
y(t) =Cx(2)+ Du(t)
donde
xeR", ueR, yeR, AcR™ BeR™, CeR>,DeR
Se tiene una discretizacion de este sistema, para un tiempo
de muestreo 7', dada por las siguientes expresiones
X[k +1] = Gx[k]+ Hu[k] 9)
k] = Cxk]+ Dulk] (10)
donde

T
GeRyHeR™. GT)=e*", H(T) = [ I eMd/iJB
0

A partir de las ecuaciones (9) y (10) se obtendra el
controlador analitico para dicho sistema. Tomando un instante
adelante de la ecuacion de salida (10)

Yk +1]1=Cxk +1]+ Dulk +1]
Sustituyendo en la ecuacion anterior la ecuacion (9)
Wk +1]=CGxk]+CHulk]+ Dulk +1] an
Despejando el término X[k ]de la ecuacion (10)
x{k]=C™{y[k] - Dulkl}=C™'y[k] - C™' Dul]

En el caso de la matriz C e R™", al no ser cuadrada, C!
es la pseudoinversa. Sustituyendo la ecuacidon anterior en la
ecuacion (11) queda

Wk +1]= CGC k] + {CH—CGC*ID}u[k]
+ Dulk +1] (12)

A partir de la ultima ecuacion se puede despejar el
controlador analitico para el sistema

ulk +1]=-D"" {CH— CGC“D}u[k] +D7'y [k+1]
-D'CGCy[k] (13)
donde se sustituy6 y[k+1]por la referencia y,.[k+1]. El

controlador (13) define una estructura para el NHTE igual a
controlador (6). Por otro lado, como el controlador (13)
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depende de D' el sistema tiene que tener grado relativo cero
para que el controlador esté bien definido.

En este caso, como el controlador (13) es dinamico, no es
posible sustituir el control directamente en el modelo del
sistema para obtener la dindmica en lazo cerrado. De forma
que se procede de la siguiente manera.

Del controlador analitico (13) se hace el siguiente despeje

{CH— CGC‘lD}u[k] +Dulk+1]=y, [k+1]- CGC 'y[k]
El despeje anterior se sustituye en el modelo (12) de la
siguiente manera
Wk +1]1=CGC ' y[k]+ {CH—CGCID}u[k]+ Dulk +1]
=CGC 'y[k]+ y,[k+1]-CGC 'y[k]
= y,[k+1]

De forma que la ultima expresion indica que en lazo
cerrado la salida del sistema y[k+1] es igual a la referencia

y, [k +1],

controlador sea estable.

A partir del controlador (13) se puede derivar una
condicion de estabilidad para este controlador, basada en el
teorema 1, la cual se puede expresar de la siguiente manera

El sistema es estable si todos los eigenvalores de la matriz

-pcH-CGC'D)
estan dentro del circulo unitario.

Se encuentra que el controlador
equivalente al controlador analitico (5) .

siempre y cuando la dinamica interna del

analitico (13) es
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